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�
����� ������"
�	������� �	 �� � ����	� �� 
	�	
 # ������������
 
� ������ � �� ��� ���� �	�  	 �		
 �� � �� ���
! 	 
���	 	����� �� � ��	 ���� ������������ �� �  �� ����  �

 
	�� �� ��	��
 �����������	
������� ������� �

)� ����  	 	�

��	 ! 	
� � 
���	 �
��� �� ��	��"�	
� � ���	
� # �

������	� !� &�� � � �
)� ��	 ���	� �� ��	 �
�	�� �� ��	 ��	� � ��� �� ��	 
 �
�
�����  �

 ! 	 �� ��	 ����	
��! 
	
�
��� �

S
� #  ��� � �	 ���������
� �� ��	 ����!���� �
��� �

E
� � ������ ! 		� �� �������  ���

��	 ��	� � ��� � �� �

 ���!	� �� ���
�	�� �
I
� �����	����� �� � ��	�	 ��	 ��	 
�����
�


�
���	� �� ��	 � ��	
� ! 	
� � �� �������� # ���
��	� !� ��	 �

�����	� �� 
 �
	� ���
	 	���

 �
�� #  	 �
�� 	�

��	 � ��	
� ��  ���� ��	�	 � �� ! 	 ���
	���� ��� �����

�
	��
����	 ��	�� �	 �� �  �	�	 ����	
��! 
	� ��	 ����	� �� ���� ��	 ��	� ��� ! 	��� 	 ��	
����
�� ��	� ���-	�� # �	
�	�	��	� !� ��	 �
���

Z
� � &����	�� ��	 # ���������
� � �� �	���	� ��

! 	��� 	 �����	 �
R
� # ��� ��� � ����	�� ��	 ��	� ����� � 
 �� 	�	�� � ��	
� ���!��	 ��!�	��

�� ��	�	 ����	� ��� ��� �� ��� 	�	�� ���

���� ! 	� 		� ��	� �

N



��;>�D �< � <�?>@>�?
S

�B	�<=@>D �<
E

Q�<� Q?�BD�@�;	
I

Q�<� G��=@<;	
Z

��<=@>�	
R

I<���<;<�
N

R�@�� :�=B ��@>�? E
N = S + E + I + Z + R

R�D �< �E A�C<?���@B;< ��; @�< 	@�@< ��;>�D �<	 �� @�< 	<�<;�� =�=B ��@>�? C ��< �	 B	<� @�
�<	�;>D < @�< 	=;<�� �� >�<�	 �

��	 ����
 
 �
�
����� �� �	���	� !�
N(t)

#  �	�	
N = S + E + I + Z + R

� ��
��	 	
��	� �� � ��	
� ��	� �� ���� �����# ��	 �	� ����
��� ����� ��� ��	 � ��	
	� !�

dN/dt = B(N) − µN
#  �	�	

B(N)
�� �	�	��	� �� �� ��	 �	������ 	�� �������� � �� ���

���	 # ���� �	���	� ��	 ������
 ���	 �� �	 ���������
� ����	
��! 
	 �� ��	 ��	� # ���� ��
�	 �������	 ����	��� �������� �� ��	 �	
� ��  	

 �� ���	� ���	������  �� ��� ��	 ��	�
�	
	���� ��� ��	�� �	�	���� � ��	 
���� 	�	�

µ > 0
�	���	� ��	 ���	 ��  ���� 
���������

���
 ����� &	��� �� ������� � ���	 	� �� �	�� � �� &�� � �� � ���� # ��	 � �� ���� ��
�	
����

1/µ
��� ���	 �� ��	 ��	���	 
��	�
�� �� ��	 ��	�  ����� � �	�	������ �� �	�	����	��

�� ��	 �	
	���� ����������
, �	�	�	�

B(N) > 0
���

µ > 0
# ��	� ��	 ����	� �� &�� � � �� ���� �� ���	 
����

����� ��� � ��
B(N) ≡ Λ > 0

# ��	�
N(t)

����	� ��	� ��� 	 ��� �

�����	� � ���!
	
��	� 
 ���� #

Λ/µ
# ��

t → ∞
# �� ���	�  ���� # ��	 ��������� �

�����	� ��� ����������

��
������ �� ���	� �� �

������	 �	�	��� � ��	
 �	����	�  	 ������� ! 	
� � �	 
�����

��

	� 	�������� �� ���� �	�	��
 ���	� 	 # ���
����� 	�

���� 
���� 	�	��$������ � )� ��	
	�� �� ���� �	�����  	 	�
����$	 ��	 ��
	 �� ��	 !���� �	
��������	 ���!	� #

R0
# �� �

� 	����	 �� 	�	����	�	�� �� ���
���� �

� �� � ���	
 � �
���
 ������
��� � ��� ����	
��	 �
������
 	
��	� �� � ��	
 �������� �� ���		 ����	� # ����	
��! 
	� �

S
� # ���
�	�� ���

���	��	� #
I
� # ��� �	���	�	� �

R
� � �� ���� (�+ ���	
 # ����	
��! 
	 ����� ����
� �������

���	��
� �� ��	 ���
�	� �
��� ������� �������  ��� ���	� ���
�	�� #  ������ ��� �	
��

 	���� �� ����!����� � ��	 �	���	�	� ����	 �������� �� ����	 ����� ����
�  �� �� 
���	�
� ����	�� ��	 ��	� � ���� ����	 �

� � ��� ��	 �	��� �� ���
�	�� !� �	���	�� ��� ����

	��� �� � �	��
����� �� ��	 ��	� �
�	�� � ��	 � ��	
 �� �	��	� !� ��	 ��

� ��� ����	�
�� �������� ��� 	�	����
 	�������� � �	�	 ��	����� �	���	 �	�������	�  ��� �	�
 	�� ��
��� 	� #











































Ṡ = Λ − βS I
N

− µS,

İ = βS I
N

− (γ + µ)I,

Ṙ = γI − µR,

Ṅ = Λ − µN,

�
�

U



 �	�	
1/(γ+µ)

�� ��	 ��	���	 ��� 	 �
 	�� � ����	����� ��	 ��	� �� �� ���
�	� �
γ
�	���	�

��	 �	���	�� ���	 ���� ���	����� � � ��	 �	��
βSI/N

�� ����

� �	�	��	� �� �� ��	 ��������
�����	��	 � ��	 
���� 	�	�

β
�� ��	 
 	� ��
��� ��	� ���
���� ���	 � �� ��� �� ���� ! 	

������� �� ��	 
������ ! 	� 		� ��	 � 	�� ������� ���	 
 	� ��
��� ��� ��	 
��!�!�
���
�� ���
���� 
 	� ������� �

) � ���	� �! ��	 # �
������ �	���	�� �� � ������
 ����	
� �� 	
��	� ��
��� �����	 ��"
������ � ������

� � �� ! 	��� 	 �����	 ���	� 	�
 ����	 ��� �� ���	����� � # ��	�	 �� ��
������ 
���

	
  �	� ���������� ��	�� � ����	 ���
���	� ��	 
 ����! 
	 # 	 �� � ���	 ��	 
��	�
���	�	�� �� �� ��	� �� �� ����

� ����	� �� ���	 �� ���������
 	�
�	�� �� #  �	�	�� ���	
��
� �� � ��	 �� � ��	 ���������	 � " 	�	���	
	�� ��	�	 �� �� ����	� ���� ��������	 
�� �	�� #
���
����� �� ��	 �����	 ����	� # ���� �����	
� �
	��� ��� ��	�� � ) � ���� � ��� ��	��
��	 �	� 	�! 	�	� ��� 
��	 �

$ ��� ��	�� � �� ! 	 �����"
��	� # ��� ���� �	��� �� ���� # ���
��	� �� ��	 
��	��� 	 ��
��	 ���������
 � �� ���� ���	 #  	 � �� ������	� � ����
	 ���!�	�� !� �	�����

Λ = µ = 0
�

��	 ���� �� ��	 ����� ���� ���	 �� ��	 �	���� 	������� �� ����	� �
� ��	� �	�	�� ��	�
��	 �
�	�� �� ��	 ��	� ��� �	
 	��� �� ��	 ������
 �������� �� ����	
��! 
	� #

S(t0)/N
� ��

��	 �� ����
 ����	 �� ��	 
 �
�
����� ��� ! 	 ���� ����
S(t0)/N < γ/β

# ��	� ��	 ���! 	�
�� ���	����	� ��� ��
� �	��	��	 � ���� �� ��	 !���� �� ������$����� ���
����� #  �	�	!�
� 	�! 	�� �� ��	 ����	
��! 
	 �
��� ��	 ����	� ���� � 	�!	�� �� ��	 �����	 �
��� # ���
�	��	 ! 	��� 	 
��� ��

R(t0)
� ���� ��� 
	��	 �� ��	 ���	����� ���	 #

β
# ��� �� ��	


��	��� 	 �� ��	 ���	����� #
1/γ

# �	��
�� �� ��	 �	����	������� ��� ��	 �������� �� �����	
��	���	�	� � �	�	����� ��� �� 	
��	� �� ��� �� �	�	
�
 # ��� 	
�

R(t0)/N > 1 − (γ/β)
�

&�� � �	�� ���	������ ���	��	 �� ��	� �
���	
β
� �� ��	  ��� � �
� �	���	�� ���	 ��� �



γ
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� ��� �

 �� ��	 
 �
�
����� ���� ! 	 �����	 �� ���	� �� ��
� ��	 �
�	�� �


�	 �� ��	 
	�� �
	�� �	������� �� �������� �� �� ��	� # ��	 ����	
� ��  ��� � ��
���������	 ������$����� �� �
�� �

"�	��	� � % 
	��
� ��	 ���	
�� �� �� ��	� ��� � 
 	�"
�	
���� �� ��� 
 ��	����
 ��	 ���	� ��� � ��� ���������	 �	����	� � %������� ���� 
 	��	
����
������� 	�������� �	 �� �# �! ��� ��	 ����	��	��	� �� � �	����� ! 	������ # ��	�
���# �� 
���"
���	� ��� 
	�� �� �� ����	��	 �� ��	
������ ��� ����	��	��
� ��	��	� � ��������� �
��
	�
 ����	 � $ ��	��	�  	 ����
� �		
 �� � ��� ���� ���� ����	
� �� ������$����� # &���
�� �� �������� 	
��	� ��� !�� ��� ���	�	�� �	����� # �� ����

� ��
� ��
�� ��� ��	 
��	��� 	
�� �� ���������
 � ) 
������ ��� 	 !��
�����
 �������� ��� ! 	 
���	� 	 �� � ���� ����	�
�� ������ # �� �� ����

� ��	 ���	 ���� ����� ���������
� ��	 � ��	 ����	
��! 
	 �� �	 ���"
	��	� ��� ��	�� �
��	 � �� ��	 &	��� �� ������� ���	 ���� �� ! ���	 ��� ���������

� # ��	�
�� 
 	��	�� �� ��	 	��
� ���
�	�� �� ��	 ������� � �� 	��� �������  	�	 	���	� �������	
����	��� �� 
 ����� ��  �	� ��	� ���� ! 	��� ����� ��	 ������� � � �
�	� 
��������� ���

�
��� ��� �	"�� �
 ���� �

��	 ����
����� 
��	"��� 	 ����� ��� �� � ��	
 �
� ��	  	

 ��� � # ���  �

 ���� ��	
!���� ��� ��	 ���
��	� �� � ��	 ���

	� ���	
� �������	� ! 	
� � (�

 ��	 ����

Λ > 0
���

µ > 0
� &�� 
��� ��� 	� # ��� �	����
	�� �� ��	 ������!����� �� ���	����	� ��� ����	
��! 
	� #

�	������ 	�� ��� 	� ���  �

 !�
���	 	��� ���	� �� ����
limt→∞ N(t) = N∗ = Λ/µ

� ��	�	
��	 �
 �� � � ��� 	�	�� ���"�	�����	 ��	��� ����	� ���	� 
 ������ # ��� � �� 	
��	� ��
���
�� ��	 ���	��	�� �		 	����������  ���

S∗ = N∗ = Λ/µ
#
I∗ = R∗ = 0

# ��� ��	 	��	� ��
����	 � �	�	�	�

β/(γ + µ) > 1
�  ���

S∗ =
γ + µ

β
N∗, I∗ =

[

µ

γ + µ
−

µ

β

]

N∗, R∗ =
γ

µ
I∗ =

[

γ

γ + µ
−

γ

β

]

N∗.
���

��	 	��	���
�	� ������ ��	 ���	��	"��		 ����	 	���
�!���� ��	
(−µ,−µ, β − (γ + µ))

�

�K



���� �� �� ���!
	 
�����	� ����
β < γ + µ

# � �	 � �� ��	 �	��� ���	 ���	 �� 	� �� ���
�	���	�� � �� 
���	� ���� ��	 ��	� ���
���� ���	 � ��	 �����!�
��� �� ��	 ���	��	"��		 ����	
����	�
 ���� �� ���!�
��� �� ��	 	��	� �� ����	 � ��	 	��	���
�	� �� ��	 
��	���$	� ����	�
������ ��	 	��	� �� 	��
�!���� ��	

−µ, −
βµ ± A

2(γ + µ)
,

���

 �	�	
A =

√

µ(β2µ − 4β(γ + µ)2 + 4(γ + µ)3)
� ) 

 	��	���
�	� ��	 �	�����	 
�����	�

����
β > γ + µ

# �������		��� ��	 
� ��
 ���!�
��� �� ��	 	��	� �� ����	 �
) � � �	��
� � �����������
 ! ���������� � �	�	 ��	 � � 	���
�!��� 	������	 ���!�
��� �

���	� 

��	 ��
R0 ≡ β/(γ + µ) = 1

� �� ��	 � ���	� �����
 	
��	� ��
��� 
��	�����	
��	 ��� 	�����
	�� ��������

R0
�� ��� � �� ��	 !���� �	
��������	 ���!	� �

R0
��� ��

��������	 ��� ��	��
 ���	�
�	������ �� ��	 ��	���	 ���! 	� �� �	������� ���	� 
�����	� !�
� ���
���
� ���	��	� ���������
 ������ ��� �	� 	����	 
��	 �� ���	������ #  �	� ��������	�
�� � 
 �
�
����� �� ����	
��! 
	� ������ 	� �� ! 	 �� � �	� ����
��� ��	��� ����	� � ,	  �


������� ��	 ��
	 ��

R0
�����	� �� (�!�	����� � �� �

� �� ���� �
�
��� ��� ������
��� � ��� ��� �� �� ����	

�� ��	 �
�	�� �� ��	�� # !�� �
� ��� �	�	� �� �������� 	
��	� ��� # ��	 	�
����	 �� ����"
�����
� �� �� ��	� �
� ��� �������!
� 
	��� �� ! ��� 	���������� ��� ��	
���� � �� ��	 ���	
�� &	��� �� ������� � # ��	
���� ��� ���		� 	� 	��	 � *�
��� (�� ���	� # ��� 	���

	 #  ��
�	�	
�
 	� � ���"�������� ���� � 	���� �� �	���� �
�$����� # ���

 	� �	��� 
��	� ����
&	��� �� ������� � ��� �!������ ���
������� �� ��	 � ���	�� � ����
� � ���� ����� # ��
��� �� (�� ���	�  �� ����	��	� � ) 
������ ��� �������	 ����	��� �� % ������ ��� 
	���
��� 	����� �! ��� ��	 ������� � # ��	� � ��	 
���
	 ��	 �� ��	� �� ��	�� ����	�������� ���
	��
� �����
	� � * � + � �

 	��	�� 	� # �� � #  �� �� ����

� ��	
����
 # ��� 	�	����	
� !
� ��	�

���� �� �	������ 	�� 	����� �� ��	 ��������	 ��� )�����	� (���� �� ! ����	��� ��� �	�	��

 		� � # ! 	���	 % ��� � 	��	 ���	��	�	� ���	��
� �� 
���� �� ! 	��
� � �� $ ���� # � 	�� ��
	 #
��	 ��-�	����
 �	� ������ � ��	 ��� �������	 ��� &	��� �� ������� � �
	�� ������ ��	
	��
� 
���� # ! 
� �� ��� ��� ���������� �� ��	� �� ��� ��� ��� �	� ���� �	�	� ����������
��	 ����� �������	 ����	��  �� ��� 	�
�	��	� ���	�	�� �� ��	 ������� � ���� ��  ��
�
! 	 � ������
� �� ����	 ���� ���������� �� &	��� �� ������� � �� ���� � ���� ���
����� ��
��	
���� �
������	 	���������� �� ����	 ��
 ������ � ���� ��� ! 	 � ��	
	� !� ������	����
� � ���
	���� ��� �����

� 	��
����	 ���	��	� ����	� # ���

I
���

Z
� ��	 ���

	�� ����

� ��	
 �(�� � �� ���	� !�























Ṡ = Λ − βS I
N

− bS Z
N

− µS

İ = βS I
N

− µI

Ż = bS Z
N

− µZ,

�� �

 �	�	
b
���

β
�	���	 ��	 
 	� ��
��� ���	� �� ��	� �	& 	����� ��� ���
���� !� ����	
��! 
	� #

�	�
 	����	
��
��	 ���	�	����� �	 �	����	 �! ��� ���� ��
 	 �� � ��	
 �� ���� �� ��� ��

��� �
 ��

���		 ��	� 
 ����� � ��	 ���� �� ��	 ����
 ���	��	"��		 ����	
S = N∗ = Λ/µ, I = 0, Z = 0

��



�	��������� �� ! ��� ���
�	�� ��� ��	
����� # ��� � � 	��	� �� ����	� # ��	 ��� 	��� ������

I
#
Z

#

S = µ
β
N∗, I =

(

1 − µ
β

)

N∗, Z = 0 (
	��������� �� ��	
����

)
���

��

S = µ
b
N∗, Z =

(

1 − µ
b

)

N∗, I = 0 (
	� �������� �� ���
�	��

).
���

�!�	��	 ���� � ��	
 �� � ��	� ��� ��

��� ��	 ��	��� ����	 ��"	� ���	��	 �� ���
�	��
��� ��	
���� � &�� ��	 ���	��	"��		 ����	 ��	 	��	���
�	� ��	

(b − µ, β − µ,−µ)
� ����

��� ���!�
��� ��	 �		�� ! ���
b < µ

���
β < µ

� ���� � 	��� ���� ��	�	 ��	 � �
R0
�� #

RI
0 = β/µ

# ���
RZ

0 = b/µ
�

'��	� ��	�	 ������ �����	� #  ���� �� ��	 	��	� �� ����	� ! 	��� 	� ���!
	� �� ��"
�	������	 ���� ��	�����  	 ���
 	�� ��	 	��	���
�	� ������ ��	

I
	��	� �� ����	 � ����

���	�

−µ,

(

b

β
− 1

)

µ, −β + µ.
���

(�� �
��
�  	 �!���� ��	 	��	���
�	� ��� ��	 	��	� ��
Z
����	 !� �	

�����

b
 ���

β
���

���	 �	��� �� ��� � ���� �	��
� ��

�	� ���� ��
� ��	 �� ��	 � � 	��	� �� ����	� ��� ! 	
���!
	 # �	
 	����� �� ��	 �	
����	 � �������	 �� ��	 ������� ���	�

b
���

β
� ,	 ���	 #

�� 	�	� # ���� ! 	����	 ��	�	 �� �� ������� �	�� ! 	� 		� ��	
I
���

Z
# ��	  �� ��	 �
���

	��� �
 ��� ������� �	
�	� �� 
���"��� 	 �����	� �� ��	 
 �
�
����� ������� ���
	� ��
�	������ 	�� ��� 	� �� � ���� ��� 	 ���
	 ��� ! 	 �	�� 
��� # ���	����� �� ��	 
�� ��  �	�	

b → β
� &��

β > b
��  �

 ���	 �� ��	���	

β/(β − b)
�	�	������� ����
 ��	 ����

 	�����	

�� ��	
���� �
��	 � ��	
 �	�	��
�$	� ��� 	����	
� �� �� ��!������ ���!	� #

nZ

# �� �
�	������	 	�"
�	� �� ����	� #

Zi

���  ����  	 ���
��	 ��	 ����

I
� #  ��� ��������	� ������� ���	�

bi

�
��	�	  �

 ��	� ! 	

nZ + 1
��	� 
 ����� # ��	 ���	��	"��		 ���

nZ

	��	� �� ����	�
 ������
�� 	��� ������ � ) � �� ��	 (�� ���	
 �! ��	 ��
� ��	 ����	  ��� ��	 
���	��

bi

 �

 ! 	

� ��

� ���!
	 � ��	 ���!�
��� �� ��	 ��	� 
 ���� ���� ����	�  ���

Zi

��� �	��� �� ����� ��
�� �
�	������	 ����	

Zj
�� �������	��$	� !� �� 	��	���
�	

[(bi/bj)−1]µ
� ��	 ���	��	"��		

	���
�!����  �

 ! 	 
� ��

� ���!
	 �� ��� ��
� �� �


Ri

0 = bi/bj < 1, ∀nZ

i=1

�
) � �! ��	 # ������	� ��	 ���	 ��  ���� �	���	�� ��� ���	 

��	 �� ��	 (�� ���	
 # ���


���		��  ��� ���	
γI

���� ��	
I
�
��� # ���  ��� ���	

γZ

���� ��	
Z
�
��� �

RI,Z
0

�����	
!� ��	 ���

	 � ����������

µ → µ + γI,Z

� �� ��	 �!�	��	 �� ����
 ����� ��� # �� ��	�
! 	��� 	� � �	�	����� ��� ��� ��	�� ��������� ��� ��	 ��� �� �� ��	 ������

I
#
Z

����

S(t0)/N > γI,Z/β
# �	�
 	����	
�� , ��� �� ���	�	����� �� �� ���� ��	 �	������� �� ��	

����	
��! 
	� ��� ! 	 ����	�	� !� ������ � �����!
� 
���	 �������� �� ��	 
 �
�
����� �� ��	
���

	� 	����� ���	����	 ������ ��� � &�� 	���

	 #

I
 �

 ��� ��� ��

[Z(t0)+R(t0)]/N >
1−(γI/β)

� ���� �!�	������� �������	� ��	 ���� ���� �� � 
 �
�
�����  ��� � 
���	 ��������
�� ��	
���� �� ��	�  �

 ��� ���	 ��
� � �� ���� �	��	 ���

	� 	����� ������� 	�	����	
�
��� 
��	 �	���	�� ����	� � ���� � �� ! 	 ��	 � ��� ������
 	�

������� ���  �� �
� ��	��
�	
��� �	"������	 # �� �
��	 �� ! 	��� 
�	�	��	� ��� �	�� 
��� ��� 	� �� ��	 
 �
�
����� ���
������� ������	� �

��	 ��
 ������ ��� !��� �� (�+ ��� (�� ���	
� �� ���� ���	 	�
��	� �� �� ���	��	�

 	���� # � ����	
��! 
	 ����� ����
 �������� ��� 	����	
� �� ��	 ���	��	� �
��� � ���� �	����	
�� ���	� ���	�
����� # 	�
 	���

� ��� ��	�� ���� �	����	 
��� 
 	����� �� �

�	����	���
 #  ����
�� ������ �� ���	����� �	�	���� ��� �� � ���������� �	����	 �� ��	 &	��� ��"������� ��	�

�.



:�;�C<@<; � <�?>@>�?
Λ

I<�;B>@C <?@ ;�@<
1/µ

G�<;��< �>�<@>C < �� @�< >�<�
1/ε

G�<;��< >�<� >?�BD�@>�? @>C <
1/γ

G�<;��< ;<���<;
 @>C <
β

:<;J��=>@�
S
J
I

��?@��@ ;�@<
ρ

:<;J��=>@�
E
J
I

��?@��@ ;�@<
b

:<;J��=>@�
S
J
Z

��?@��@ ;�@<
l S → Z

@;�?	>@>�? =;�D�D>�>@
 � >�<? ��?@��@ � >@� 	�<=@>�	
1 − l S → E

@;�?	>@>�? =;�D�D>�>@
 � >�<? ��?@��@ � >@� 	�<=@>�	
p S → I

@;�?	>@>�? =;�D�D>�>@
 � >�<? ��?@��@ � >@� ���=@<;	
1 − p S → E
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���� �������	� ! 	
� � ��	 ���

	��  �� �� �����
 ������� ��� 	 �	
�� �� �� (�� ���	

�� �� ��������	 � �	 �
��� �� ����!����� ��� 	�
 ��	� � # �	���	� !�

E
# ! 	� 		� ��	

����	
��! 
	 ��� ���
�	� ����	� � '
 �� �������  ��� �� ���
�	� # � ����	
��! 
	 ����� ����

��������  ��� � ���	� 
��!�!�
��� �� ��	

E
�
��� � ���� �
��� ��� � ���	� �������	������


��	��� 	 #
1/ε

# ! 	���	 ��	 ���������
 � ����	��� ��	 ��	� ��� �������� �� ��	
I
�
��� � ����

�� #
1/ε

�� ��	 ��	���	 ����!����� ��� � ��������� � ��� 	 �� ��	 ��	� ���� � �� �� 	�
 	��	�
�� ! 	 � �������� �� 
 	�����
 	���� �� ��	 
��� �� ��	 ���
�	� ��  	

 �� 	������� 	��
����	��	 �� ��

�����	� � ��	�	 � �� �
�� ! 	 
 �
�
����� 
���	� ��	 �� ����
 ����� ��� #
 ����  	  �

 �������	 �� ����� 	 ����� �� � ��� 	���
	

1/µ
� �� ���� �	��	 ��� �

 �� ��	

	�
 ��	� 
 �
�
�����  �

 ! 	��� 	 ���	��	� �
���� 	��	����� 
	��� �� �� (� �� ���	
 � �� �������� # ���� � ��	
 ��� ! 	 	�����	�

 ��� 	���� 
���	��	� �� �	�	���	 � ! 	��	� �	����
���� �� ��	 ���� � � 	
�  	 
�	�	��
� �	����� �� ��	 (� �� ���	
 ��  ���� ��	
���� �	����� ���� ��	 ����	
��! 
	 
 ��
  ���
���	

b
# !�� ��	�� ������ � �� �	��
� 	���	� �� ������� ��	 ���������
 ���� �����	� ��	
���

� ��� 
��!�!�
���
l
� # �� �� � �� ���	 ��	 �����	��	� 	�	�� �� �	����� ���� 
 	���� ����

��	 ����!���� �
��� � ��� 
��!�!�
���
1 − l

� � ,	 �
�� ��������	 � 
��!�!�
���#
p
# ����

� ����	
��! 
	 ���������
  �

 ! 	��� 	 ��� 	����	
� ���	��	�  ��� ��	 ��	� �
 �� ������� �
%���	��	
�#  ��� 
��!�!�
���

1−p
���� 
 	����  �

 ������� �� ��	 ����!���� �
��� ����	�� #

����  ���� ��	 ���������
 � �� 
��	� ! 	��� 	 �� ���
�	� � &����	�� ��	 # ��	 ���������� ��
���������
� ���� ��	 ����!���� �
��� �� ��	 ���
�	� �
��� ��� ! 	 
��� ��	� !� ������� #
 ��� ���	

ρ
� , ��� ��	�	 �����	� ��	 � ��	
 �� ���	� !� #











































Ṡ = Λ − βS I
N

− bS Z
N

− µS

Ė = (1 − p)βS I
N

+ (1 − l)bS Z
N

− ρE I
N

− εE − µE

İ = pβS I
N

+ ρE I
N

+ εE − µI

Ż = l b S Z
N

− µZ.

���

)� 	�
 	��	� # ��	 ����	� ��� � ���	��	"��		 ����	  ���
S∗ = N, E∗ = I∗ = Z∗ = 0

�

�T



)��
���� �� ��	 
� ��
 ���!�
��� �� ���� ��	� 
 ���� ����
�$��� �	� � �	�	������ �
 	�����
��� # � 
�� �	�	�
� ���� ��	 !���� �	
��������	 ���!	�� ��	 ���	� !�

RI,Z
0 =

(

β(ε + pµ)

µ(ε + µ)
,
l b

µ

)

.
���

)� �� ��	 (�� ���	
 ��	 ���� ���! 	� #
RI

0

# �� ��	 ��	 �� ���	�	�� # �� �� ����	�
 ���� �� ��
	��	��	����  ��� � ���
��	�� �� ���
�	�� � ��	 �	���� ��
�	 #

RZ
0

# ����	�
 ���� �� ��	
	��
����	 ��� �� �� � 
 �
�
����� �� ��	
���� #  ������ ���	
����	 �� ��	 ��	� �

� �� �� ��� � � ���� �������
��� ��� ����
�����

 � � ����
���
&��� ��	 ���������� �� ��	 � ��	
� �! ��	  	 ��� �	��	 �	�	��
 ��
 ������ ��������	
��������	� ���� �������	��$	 ��	 �
�	�� �� ��	�� � &�� 	���

	 # � ���

	 � 	����	 �� ��	
�
 		� �� 
��
������� �� ��	 ��	� �� ��	 ���! 	� �� �	 ���
�	�� 
 	� ���� ��� 	 � ���� ��
���

� ���	� !�

İ
�

&�� ���

	 � ��	
� # ���� �� ��	 ��	� �������	� �! ��	 # ��  ���� ��	�	 �� ��
� ��	
��� ��� 	��	���
�	

λ+ ��� 	��� ���	����	 ������ # ��	 �� ����
 �	
� ���� �� ��	 �
�	�� ��
���

�

vini ≡ İ(t0) ' λ+I(t0).
�
��

��	 ��������
vini

���	� � � 	����	 �� �� ���� ��	 ��	�  �

 �� ����

� �
�	�� !�� ��� ��
��� ��	��

 ���
���� 	�	����	�	�� � �� ���	� �� �	�	�� ��	 ��	 
���	�  	 ���� ������	�
��	 ���! 	� �� �	 ���
����� ���� � �
�	��	� �� ��	 ��	� ��� 
	�� �� ������ ��� �	�

��	��� 	 � (���	 ��	�	 �� �� � � ��
�� ���� �	���� �� ���
 	�� ���� ��	�� ��	 �����"
��	� #
��	 	�	����	�	�� �� �� ��	� � �� �	��
� ���� �
� �
�	�� ��	� 
��� 
 	����� �� ��� 	 ���
���� � �� ��� ! 	  	

 �������	��$	� !�

vini
�

��	 ���! 	� �� �	������� ���
����� �����	� !� � ��
���
 ��	� �
�	��	� �� � 
 �
�"

����� �� ����	
��! 
	� ��	� ���� 
 	���� �� 
��	��� 	 �� �� ���
�	� #

tidea
# �� ��

	� ��	 �����

�	� �
�����
	 ��� �	� #
R0

# �� 	��
��� ��� 	
��	� ��
��� ��		 �� # � # ���� � ) � ����
R0

��
��	 �������� ����	���� ��� ���
�	�� �� � 
 �
�
����� �� ����	
��! 
	� # �� ���
�����
� ��	
��	���	 !�������� ����� ���	 ���!	� �� ���
���� � �� ��	 ��
���
 ���
�	� ��	� ��� �	�

��	��� 	 �� ���� ����	 � ��

R0 = I(tidea)/I(t0) > 1
��	� ��	 ��	�  �

 �
�	�� � ��	 ��	��	�

R0
��	 � ��	 	�	����	 ��	 ��	� ���
����  �

 ! 	 �
�� 
������	

R0
��� ! 	 ���
��	� �� ���

	 � ��	
� ������� ��	 
��	���$����� ��

İ(t)������ ��	 ���	��	"��		 	���
�!���� � ��	�	 	�
�	������ ��	 ���� ���$	� �� ��!
	 � � &��
��	 ���
������� ��

R0
�� � ��	
�  ��� �	�	���	�	��� 
 �
�
������ ���	� � 	����� ��	

�	�	����� �� # �� # � 
� � �� ��	 �	� � �	�����  	  �

 	���� ��	 ��	 ����������
 ������!������ ���

R0
��! & 	�� �� ������ ��	 ���� ��� ��	 �
�	�� �� &	��� �� ������� � �� ��	 '() # *�
�� #

��� ��	 ' ((+ � ��	 � 	�� �� ���� ������!����� 
�����	� � � 	����	 �� ��	 	�	����	�	�� ��
��	 ���
���� �� &	��� �� ������� � �� ��	 ���		 �������	� �

� � ��� ��� ��� �	�����	��

,	 �� ���
�$	 ��	 �	��
�� �� 	���� ����� 
���� 	�	�� !� � ������� ��	 ���� �� ��	
�
�	�� �� &	��� �� ������� � ��� ���		 �������� �������	� �� �	�	��
 
 �
�
����� � ��	
�
�������	� �! ��	 � ��	�	 � ��	
� �

� �� �� ������� ��	 	�	��� �� ��	 �	���	�	� �
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